Ueber

einige Anwendungen des Hilfswinkels,

il - —

[.-111 einem Zahlenansdruck, wodurch er fiir eine logarithmische Berechnung geeignet wird, eine
andere Form zu geben, bedient man sich vielfach der trigonometrischen Functionen.

Diese nehmen bekanntlich bei der Verinderlichkeit der zugehtrigen Winkel die Werthe aller
moglichen unbenannten Zahlen an. Es umfassen nimlich die Sinus und Cosinus der Winkel alle ichte
Briiche zwischen O und 1, diese selbst mit eingeschlossen, die Tangenten und Cotangenten jedoch
cimmtliche Zahlen zwischen 0 und s, auch diese eingeschlossen. Daher kann auch wmgekehrt ein
Zahlenwerth als eine triconometrische Function angesehen werden und als solche in der Rechnung Ver-
werthung finden. Die Winkel solcher verwendeten Functionen nennt man Hilfswinkel.

Sollen nun Ausdriicke vortheilbaft mit Hilfe der Logarithmen berechnet werden kbnnen, so
miissen Summen und Differenzen auf eine andere Form gebracht werden, jedoch lassen sich fiber die

Weise, wie man dabel verfahren soll, keine hestimmte Regeln feststellen,
Einige Beispiele migen dies erliuntern.
s sei 7. B. die Summe a -~ b in eine fiir logarithmische Bereehnung bequeme Form zu bringen. Setzt
b’ <hass il : : 4 : :
man a-+h=a (14 ) und fiir — die Function sin ¢, wenn a grisser ist als by, so ist
' il il z

a-b=—a (14 sing).

Wenn man in der goniometrischen Gleichung

] 3
; . : e 5l o =
sin « -+ sin g = 2 sin _1,_ €os i3
Winkel « = 90° und g = 2 ¢ setzt, =0 erhillt man
1 + sin 2 g = 2 sin (45° -+ ¢) cos (457 — g)

— 2 sin (45° -+ ¢)*
= 2 gos (45HY e




v

und 1 4 sin ¢ = 2 sin (40° 4 Yug)?®
= 2 cog (40 — Yz q)®

folglich a 4 b = 2 a sin (4b° |- Yiq)2
— 2 acos (4b0 — sq)®

b :
Gebraucht man cos ¢ fiir - 80 ist

a-+h=a (1 -+ cosq)
oder wenn man fiir 1 - cos ¢ = 2 cos® "o setul

a4 b= 2acos? Y:q

Wird fir ; die Funetion tang ¢ gesetzt, so ist

a V2 sin (4H° 4 ¢
a-+hb=a (1 4 tang ) = 3 l L

COs8 @
In dhnlicher Weise ldsst sich die Cotangente anwenden.
Soll ¥a® -+ b? bestimmt werden, so ist
.'"l—_ h ]
X=14a 1 = ( )
a
s b\# 4 ;
setzt man |- = tang %p, 50 18t
wick E
’ . a
x =g V1 4+ tang %p =
: Cos @

und log x = log a — log cos q.

-
[ 1=]
m ' h'| )
Wenn x = Fa® 4 b® berechnet werden soll, so erhiilt man x l a (I -4 - :I und setzt man
h i’
}I v o ‘ ¢l
] tang %
\d
m
; |[.|_ ] 1 : h l ”I'.
B0 186 X = H I | o = = -
: = cos
In vielen Fillen wird man durch Anwendung dieser Gleichung schneller die Ausrechnung voll-
rogen haben, als wenn man x direct aus dem gegebenen Ausdrucke berechnet. i
347 ; e : 65,1503, * |
Soll z. B. berechnet werden x = F42516¢ -+ 65,7033, so0 ist { ) te “p zu setzen, |

{2 H16.
Es ist daher 35 (log 65,763 — log 42,516) = log to ¢
log 65,763 = 18179156
log 42,516 — 1,6285422
le > 0,1893 73
log te ¢ 0.284060)1
q 629 317 44




s /42,5163
Nun ist ¥ = '.-’r —— g herechnen.
cO8 g

Daher x = N 1,

(3 log 425
3 log 42,516 =

9 log cos @ =

x=N Y x
X = N
T
4 8in o

Es soll der Ausdruck x —

1 —I— il CO8 n
Wird x

tang g gesetzt, so heisst die Gleichung tang q

16 2 log cos ¢,
4, 88562606
9.3279694 — 10
H,DHTHRTZ
09262762

843871,

logarithmisch umgeformt werden.
14

sin g a 8in ¢ o8 w ;
- & sin- e
COs I." GOs IJ'
sin g a sin (e q)
sin g
. il
Sin (e )
sin o L
i [
SN (e - clr]
sin (¢ — q) + sin g {4
T . = a
sin (e — )
2 gin Yoee COS (Yo — q) 14
g 3 T
s fee q) !
2 sin {Yae |J‘] oS 1'._.ré 1 ;
gin (e — g
1+ a
te Yo cotg (Yo — g)
T 1 — o
..i. a
cote (Mo — i) ctg Yo
1—a F
: 1—a,
oder te (Yor q) = . tor Mo
[ i o it -
Wenn a grosser ist als 1, und ¢ grosser ist als 'Le, so ist
2 sin (p — Yerr) cos e
. i 1
qin ft - l;]
2 sin You 003 (p — Yum)

sin E;:: — )
und cote (g 1,

: & 8in g
Iet in dem Ausdruck x - der Werth

1 - il GOS8 &

15" 4" gegeben, so ist aus der obigen Formel cig

Winkels ¢ zu berechnen.

it) ‘ ctor oo
a kleiner als 1 und =

(Che — g) =

1

= 8

a 8in o

I & cos e

- (0, 45632, ausserdenm « 320

cte e die Tangente des
-
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Es ist log ctg (Y — o) log (1 -} a) -+ log ctg ifse — log (1 — &)
log (1 + a) log 1,456632 0,1632064

log ctg Yqu log ctg 16° T 32" 0,5389558
T 07022126
log (1 — a) log 0,H4368 — 0,7353434 — 1
log ctg (Vs — g) — 0,9668692
e — g — 60 9 36"
P 0o 57" bb”
log tang q 9,2447992 — 10
und somit tang ¢ X 0,1756711.
4 e0S @

In @hnlicher Weise kann man auch den Ausdruck x

Setzt man fir x die Cotangente ¢, 8o erhiilt man

a Ccos @

Coug = ; und
& ¢ 1 + a8ina
cos g — & (CO8 & §in g — sin a ¢os q)
— 4 8in (g — «)
0 @
; : =i
sin (g — )
COR (@
: - =} — =]
gin (g — )
| : { ]
cos g —— sin (« ¥ a1
SRR S s
cos ¢ — sin (g it) a—1
tang (460 — You) cotg [45° — (g Yom)] =

1

cotg [45" — (p — Ysu)] = = chr (450 -

Daraus lisst sich ¢ und der Werth x = cofg ¢ hestimmen.
Auch hier konnte die Tangente benutzt werden.

Der Ausdruck x =

atresin f —Db cos w

mischen umformen: dividirt man durch a

g b ocos a
E.'r |F: e =
5 Yasm g
i =
b cos
e
B a

a sin #

- @ 5in ¢

berechnen.

ateaesin 4+ bocos e, r e LT Al i
. S lisst sich auf folgende Weise in einen logarith-

gin # den Zihler und Nenner des Bruches, so ist

~ ,“},___




Wird nun ein Winkel so bestimmt, dass

Ll R

b eos « . :
——— wird, 30 igt

a sin g

b ¢os & = a sin 8 tr ¢ und
by « sin @ + sin 8 te g
e — : ; > oder
te « gin § 8In g tor g
sin (e -~ ¢}
X = ——
sin (& -— q)
Ist z. B. a = 580, b = 475, « = /20 2 107, 8 = 330 14" 20", so ist zunichst
475 - cos H2O 90 107
tangy ¢ = — — =
: 230 - sin 320 14" 20
log tang = 9,9874755 10
und ¢ = 440 100 26~
sin (@ - ) sin 960 307 26"
Dax =2_1 = ist, so erhilt m:
e dn 80 o 447 st so erhiilt man
log x = 0,8449748 und
X = §,99802.
2 .oy . 1 2 0
Dem Ausdrucke x — a ain « - b? sin a sin? g

i GO3 = i

geeignetere Form gegeben werden.

Zuniichst

Wird nun

s0 ist :

i . b* sin ® 8
18 = 4 8in « (1 - - ')

a* cos® y

: ; b sin g\*
asin el -+
i cos gy

b sin g :
- = tang ¢ zesetzt,
a cos y = 2
b? gin® 8 bor 2
= a tg? g,
acos®y ¥

Daher geht der obige Ausdruck iiber

I x = asin ¢+ asineteq

= .80 e (1 -} tg 2 )
1 .
und da | 4 tortqg = — int:
Cos = qp
: A 8in e
wird x =

Die Berechnung wird auch in d

Der Ausdruck x = a (cos o cos i — s8in @ sin 8 cos y) wird auf foleende Weise umgeformt

werden kGnnen.

Wenn tang o cos y —

CO8 % g ;

iesem Falle abgekiirat,

sin e cos ¥ ; :
e o T te o gesetzt wird, =o-ist
08 :

soll eine fiir die logarithmische Berechnung
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- : o sin § sin g
a (cos a co8 f — sin « gin § cos y) = 4 €08 w (L‘trﬁ g - :
_ CO8 ¢
o0 o
3 K : . v
= (cos 8 cos ¢ — sin £ sin q)
GOs @
cos e cos (8 -+ ¢)
e e s e
€08 g
In gleicher Weise wird der Ausdruck x = a (cos « cos § - sin « sin § cos 7) umgeformt, wenn
sin « cod ¥ ;
fang a cos y = — to g ungenommen wird.
08 (e ¥
. a cos « cos (B — q)
Es ist alsdann x = : i
CO8 FIF
asine—Dhsing, HE
Der Ausdruck x = = ———— izt logavithmisch zu machen.
agsin ¢ - b sin g
Wird Zihler und Nenner durch a sin e dividirt, so erhilt man
1 b sin g
a4 8in «
Y= perah
| 4 bosin g
a 85N o«
: b sin g i
setzt man ——— == W& @, B0 18k
4 Bl a t
1 — fe g
X
Lo=f=lg
— tang (4560 —.q).
.-

Sind zur Berechnung eines Dreiecks die Grundlinie a, die Hohe h und der Winkel « an der
Spitze gegeben, und man will zuniichst die fibrigen Winkel finden, so ergiebt sich, weun man die Win-

kel mit § und 7 eiofithrt:

i
cotr 8 -+ ecotg ¢y = ;
g i :
gl [I.i —':— .]- i1
oder —— Ll =
sin g sin ¥ h
2 sin (f 4 7) i1
und 5 P R R PR ik
cos (B — 7) cos (81 7) h
- : Zh
woraus sich ergieht cos (8 — y) = i Cos &
1 i a
z 2h =
Setzt man F:. = cotr ¢ =0 18
cos8 (f—9) = cote ¢ sin e« — coB
8N &« COS ¢ — CGOS & SIn g
gin g
. sin (¢ — o)
cos (f— 7). = ==},

sin g
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Beispiel: lIst « = D6, h = 38 und « = 68° 5' 14"

g0 ist log cotg ¢ = log T6 — log 56 = 0,1326256
g = 360 23 4
log cos (f — 7) = log sin (e« — q) — log sin g
= log sin 31° 42" 10" — log sin 36° 25" 4"
0,9475820
f— = 270 38" 18"
i 690 46° 32"

y = 420 § 14"

In dhnlicher Weise lost man die Aufoabe, wenn von einem Dreieck die Grundlinia a, die da-
rauf ervichtete Hohe h und die Differenz der Winkel an der Grundlinie g — 7 = & gegeben sind.
3 M
Man erhiillt zunfichst cos (8 — y) = cos § — - sin g+ )+ cos (B4 7)

i

ek SR . : J : .
Schreibt man fiir =~ die Cotangente ¢, so ergiebf sich, wenn man den Winkel an der Spitze mit «

bezeichnet,
: sin (e — @
cos {f — 7) = c05 = ; )
gin g
und! darans sin (e g = sin @ cos &

Bhenso kann man verfaliren, wenn in einem Dreieck die Abschnitte der Grundlinie m — n == d,
welche durch das Hohenperpendikel h gebildet werden und die Differenz der Winkel (8 — y = 9¢) an
der Grundlinie gegeben sind: es ist alsdann, wenn Winkel « der Grundlinie gegeniiber liegt, und
2h

cte g wesetzt. wird;

siny (d—ip)
I'|'|:\ |.J' == -~ = -
gin
worans sich die einzelnen Winkel finden lassen.

Auf dieselben Lisungen gind anch Lisungen anderer Aufgaben guritckzufithren.

Bei der Anwendung des Projectionssatzes bedient man sich ebenfalls mit Vortheil des Hilfs-
winkels,
Bs sei zur Berechnung eines Dreiecks gegeben ein Winkel! «; die Differenz der iln-einschliessenden Sei=

ten b — ¢ — d und die Hihe h auf die dritte Seite a, so. erhiilt man: nach dem Projectionssatz

4 = h? - ¢f — 2he cos «

= (b — ¢)* - 2be (1 — coB a)

und da 2ah — 2be sin « ist,

“ . 2ah

at== (b — e)* 4 = 1 — o8 «)

sin e
= (b — &)* 4+ 2ah tang e




X
Oder da b — ¢ = d ist,
a® — 2uh tg You — d?
a = h tg Yer + ¥d* - h2 tg 2 Yia
h tg Y i—]/f(] ! i )I‘t“
a4 = - A e - - - h? fp? e
; L T Rt tg T e :
: d i K pois oy i
Setzt man T te g, und beriicksichtigt nur das positive Vorzeichen, so ist
1 IF ‘e g
a = l'[:__{ q -1~ ]'ll —:'— [-:_:' "'q'i a2 l:l;t-gs i
i - l Th] .'t
und da 1 4 tg* p = L8008
c0s® @
N d d (1 -+ cos ¢
a d ctg ¢ ey ; 1 7)
i sin g sin g
und a = d etg g

Ist a berechnet, so findet man leicht die dibrigen fehlenden Sticke des Dreiecks.

e

Anwendung des Hilfswinkels zur Liosung der gemischten
quadratischen Gleichungen.

Nach bekannten Sitzen fiber die Lisung der vollstiindigen quadratischen Gleichungen, welche
auf die Form x* - ax 4 b = 0 gebracht sind, wo a und b sowohl positive wie negative Zahlen be-
deuten konnen, ist der Codfficient des zweiten Gliedes gleich der mit entgegengesefztem Vorzeichen ver-
sehenen Summe der Wurzeln, das absolute Glied gleich dem Producte derselben. Setzt man fiir die
eine Wurzel der Gleichung fang ¢ und fir die andere tano w, wenn die Wurzeln nimlich magliche
Ausdriicke, also nicht imaginire, enthalten sollen, so ist

tang ¢ - tang w = a und
tang ¢ - tang yw = b
1"__3" |'J' —— Tl_{ 10

Nun 1zt tane @ -+ fane w = ;
) EcHss g A 1 - b @ torap

folglich erhiilt man, wenn die vorstehenden Werthe fiir tg g -+ te w und tg ¢ - tg w in diesen Quo-
tient eingesetzt werden,

tg (p + w) - :
BR = T

Aus dieser (ileichung lisst sich die Summe der Winkel (3 - w) finden.
Um nun die Winkel eingeln zu bestimmen, muss man noch die Differenz (3 — w) suchen, und
diese findet man aul folecende Weise
Nach den goniometrischen Gleichungen ist
cos (@ — W) = ¢08 g CO5 W — sin g sin
== G0S @ CO5 P (I + £l gp et 1'")
\ Co3 g CO8 W
= 08 @ cos w (1 -

-tz g tg w)
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= : sin (g 4 w)
Nun ist aber tg o —+ tg W = ] '
0= @ == Ay

sin (p L w)

und cosq o3 W =

folelich izt cos (p—u) -
i B L r-,r } tl!_': "-ﬂ _:_ t:_,r 10
+ b .
oder = sin (g
Daraus wird nun g — 1 bestimmt werden kdmnen.
st in der obigen Gleichung x 4 ax - h = 0, a
ist die Gleichung x? — 27,521 x 4 63,582 — 0 aufzulisen.
Fis ist nach der obigen Entwickelung
il
1) tang (g + v) =
i | Iy
B S
2)  eos (g - ) .
il
da b grosser als 1 ist, und 2 sl
@ D Crogser ials 156, 1N : . S 18
2 1 — b L — 1
tang (9 + w)
oder tang [i"] b )

Nimmt man an, dass die Summe der Winkel g
te [1800° (¢ -+ ]

odeér, wenn man die gegebenen Werthe eintrigt,

tg o -+ tg w

-i- 1'_'; i 1_;‘- ut

021 und b = 63,082 geceben, =0

¢ zwischen 90° und 180 liege, so ist

tg [180° — (p 4 w)] =

log tang [180° — (p = w)] == loz 27521

= 0.6452145

1800 — (g -+ 250 ¢
G -+ 1560 15" 454
; 1 -
Oben hatte man cos (g — w) =

folglich log cos (i w) = log

lozr (1 4 b) = log 64,582

9,60458242 —

log sin (3 -+ w) = log sin 1660 15" 437 =

log a -
mithin log cos (p — W)
und o a-.-

Da P+ W
so st g
und w

— 19° 9 74"

= 156 15 43.4" war,
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X1l i
Daher ist log tang ¢ = 1,3975082 !
und tang ¢ = 2497516 -L,“
Ebenso log tang v = 040563264 u|
und tang w = 254582

wenn entweder eine der Wurzeln nega-

In dhnlicher Weise lissen sich die Gleichungen lisen,

tiv oder auch beide negativ werden.

Lost man die quadratische Gleichung von der Form x* 4- ax - b = 0 auf die gewdhnliche
Weise anf und bt'l'[]h'j{ﬁiffllf-if_f1 j|- nach den Vorzeichen von a und b die vier Fille, die sich l']‘;_TL‘}H‘I].
and hier einzeln zu behandeln sind, so ergiebt sjeh,
1,) wenn a und b positiv sind
x = — tha 4+ ¥V'a*—Db und

X

Diese beiden Wurzeln lassen sich auf die Form bringen

=)o =

N — T {1 8 ] s “r)

il
: b . g i e i . L
Nun kann -, grosser sein als 1, wodurch die Wurzeln imaginir werden und hier unberticksichtigt
Lu . -

i

, e 4h ; 3 ST ; -
bleiben diirften. Ist aber — kleiner als 1, so kann man einen Hilfswinkel =0 hestimmen, dass
H

man erhilt J
sin® @ = - oder sin q - und
a* a
eg gt alsdann x = a (1 — V1 — sin?gq) = Haee (1 cos )
= — Ya (1 4+ ¥1 sin * g Hea (1 1 cos q)
g : Kb . :
Da ferner ea = — ist, so wird
sin g
] — 008 ¢ ’ k
X — : P Vb = — tg Yoq Vb .
gin g
1 4= cog o -
Xy = e S - cte Ysp ¥b
Bin @ '
2) Wenn a negativ und b positiv ist, so sind die Wurzeln
\ ' [ a® fa® :
= 4a 4+ l b und x Laa ] b.
i 4 1 1 2 4
Setzt man —. wieder gleich sin? ¢, so werden die Wurzeln dieser Gleichung denen in der voran-
4]

sohenden (leichung gleich sein, aber entgegengesetzte Vorzeichen haben.
Sie lauten daher: x = fg ¢ ¥b

Y, = ¢tg q Vb
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| 3.) Hs sei a positiv und b negativ, so erhalten wir aus der Gleichung x® -+ ax — b = 0 die Wurzeln
_‘_-\q‘ ri" o
| / i . o [ &=
' X — su ] + b und x, loa - I, 3 + b

oder x = — Y8 (] Ii I:]_u] und x, - — i (I -k "’l,-"r'l A il'}_})

2V h

i th : 2
Betzt man — tee 2 und te g
il™ i
o erhilt man x - - Mea (1 V1 Ftefg) md 5, — — Yea (1 + V1-4-tg2g)
. 1 1y
oder x = Hadl (I ) md ¥, = — Yall + )
8 COS 1 Cos @
| — S
woraus x = '.a {— ]
s U]
1 4+ cos g\ .
nnd' 3, — — hi ( : ’] folet.
COs 1O /
2Vb . ' : e
Da - — to g ist und Yea = — ¢t g ¥b, so ergiebt sich daraus
i - i Ler q :
| R0
i : ! Qe q Fh
S g
| 2y iy S
2 : L II F i
81N g
. ] GO {
und X; - - ohe o Fh
8N g
] l- Cie I r h.
sin
Die beiden Wurzeln sind daher x = g Y/uq b und
X+ — cote Yo Vb.

1) Ta sei sowohl a als auch b negativ, und die Gleichung lante x* — ax b = 0 so sind die Wurzeln

x = a4 l :L:I Il und x;, = fua !’ _;‘ L.

Verfilhrt man”ebenso wie in der voranstehenden (ileichung, so ergiebi sich

Ko ter Yop Fh und
\I o I_{J ||l|-

Die Wurzeln sind also die entgegengesetzten der vorhergehenden (Gleichung.
Ist als Beispiel die Zahlengleichung x* + 18811 x — 378,464 = 0 gegeben, so ist,
da b — 378464 und a = 18.811 ist, guniicht
21D 21 578,464
a = 15,511
log te ¢ = log 2 4 1, log 378,464 log 18,811

— to g zu berechnen.

log 2 = 0. 3010500
Hy log 378464 = 12800125
1,0000425
log 18,811 = 12744119
log tr ¢ = 0,3150504
g = 640 11" 514" und g 320 B" Bb.T".
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Da nun die Wurzeln oben mit

X = tr e ¥b und b
¥y = — cotg s Vb bestimmt waren,
0 ist x = Num (log tg Yo + Yy log b)
= Num (log tg 32° 5’ 55,7" 4 1, log 378,464)
— Num 1,0864667
= 12,203
und x; = — Num (log cotg 32 5’ 55,7" - 1, log 378,464)
oder x; = — Num 1,4915579
31,014.
Itie t"t'rr."-'".‘i.illll"_f lolgt spiiter).
— - b =
P
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